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План

Ситуация:
// результатов много, а оценок // эффективности почти нет
// моделей достаточно, оценки тоже встречаются,
но либо слишком абстрактные, либо слишком подробные

Цель:
конструктивные оценки для задач математической физики

План:
оценки параллельной эффективности алгоритмов
их применение к задачам математической физики
эксперименты по проведению обменов на фоне вычислений
скорость передачи сообщений в зависимости их длины
результатов численных экспериментов
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Оценка //-ной эффективности (общая память)
Закон Амдала (Amdahl’s law)

p – количество процессов (потоков)
T (p) – время выполнения алгоритма для p процессов
σ – доля последовательных (не распараллеленных) операций

Ускорение:

S(p) =
T (1)
T (p)

=
T (1)

σT (1) +
(1− σ)T (1)

p

=
p

1+ σ(p − 1)

Эффективность:

E (p) =
S(p)

p
=

1
1+ σ(p − 1)

Напрямую применимо к программам на OpenMP
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Распределенная память (обмены MPI)

Tc = τ0 + τcLc

τ0 – время инициализации сообщения
τc – скорость передачи сообщений (т.е. время передачи сообщения
единичной длины)
Tc – время передачи сообщения длины Lc
Пока для простоты положим τ0 = 0, тогда

Tc = τcLc

Аналогично,
Ta = τaLa

τa – время выполнения одной характерной арифметической операции
La – общее количество арифметических операций алгоритма
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Оценка //-ной эффективности (распределенная память)

Пусть
τ = τc/τa, L = Lc/La

характеристики “параллельности” используемого компьютера и
исследуемого алгоритма, соответственно

Тогда

S = S(p) = T (1)/T (p) = Ta/(Ta/p + Tc/p) = pTa/(Ta + Tc)

= p/(1+ Tc/Ta) = p/(1+ (τcLc)/(τaLa)) = p/(1+ τL)

А для //-ной эфф-ти еще проще:

E =
S
p
=

1
1+ τL
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Линейная алгебра: модель для метода IC0+AS(0)+PCG

3 x DAXPY
2 x DDOT
1 x MVM
2 x SOL с блочно-диагональной треугольной матрицей

Матрица системы получена из дискретизации задачи:
n – размерность в одном направлении
N = n × n × n – количество неизвестных (размерность всей системы)
r = n2 – полуширина ленты матрицы
(2d + 1)-точечный d -мерный шаблон дискретизации (d = 3)

L = Lc/La = (p − 1)(r + 2)/((2d + 3)N)

S =
p

1+ τL
=

p

1+
τ(p − 1)(r + 2)

(2d + 3)N
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Ускорение: теория и эксперимент: IC0+AS(0)+PCG

Figure : Ускорение (теория и эксперимент) для n = 64, 96, 128, 160
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Ускорение: теория и эксперимент: IC0+AS(0)+PCG

Figure : Ускорение (теория и эксперимент) для n = 64, 96, 128, 160
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Математическая физика: модельная задача
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D = 1,
p = r ,

La = CN/p,
Lc ≈ 2Vn2,

L ≈ 2Vr/(Cn) ∼ r/n.

D = 2,
p = r × r ,

La = CN/p,
Lc ≈ 4Vn2/r ,

L ≈ 4Vr/(Cn) ∼ r/n.

D = 3,
p = r × r × r ,
La = CN/p,

Lc ≈ 6Vn2/r2,
L ≈ 6Vr/(Cn) ∼ r/n.

Figure : Распределение данных по процессорам для трехмерной задачи
математической физики по r слоев в одном, двух и трех направлениях

d -мерной “куб” (d = 1, 2, 3) со стороной в n ячеек
общее кол-во d -мерных кубических ячеек N = nd

V – кол-во неизвестных функций на расчетную ячейку
(2d + 1)-точечный d -мерный шаблон дискретизации
C – кол-во арифм. операций на ячейку на явном шаге по времени
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Оценка

N = nd , p = rD

La = CN/p = Cnd/rD

Lc = (2− 2/r)DVnd−1/rD−1

L = Lc/La = (2−2/r)DVnd−1rD/(Cn2rD−1) = (2−2/r)DVC−1·r/n ∼ r/n

E = 1/(1+ (2− 2/r)DVC−1τ · r/n), S = pE

E (d ,D) = 1
/(

1+
(
2− 2

p1/D

)
DV
C
τ · p

1/D

N1/d

)
, S = pE (d ,D)
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Оценка для конкретного примера

p D = 1 D = 2 D = 3
1 1.00 1.00 1.00
10 0.97 0.98 0.98
64 0.82 0.95 0.96
729 0.29 0.85 0.92

Table : Теоретическая оценка //-ной эффективности при конкретных
параметрах:

d = 3, N = n3, n = 1000, V = 5, C = 30, τ = 10
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Кластер ИВМ РАН – сегмент x6core

Compute Node Asus RS704D-E6;
12 ядер (два 6-ядерных процессора Intel Xeon X5650@2.67 ГГц);
Оперативная память: 24 Гб.;
Операционная система: SUSE Linux Enterprise Server 11 SP1
(x86_64);
Коммутационная сеть: Mellanox Infiniband QDR 4x.

Для сборки кода использовался компилятор Intel языка C версии 4.0.1,
с поддержкой MPI версии 5.0.3.
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Обмены на фоне счета
Тест 1 из [Байдин-2008]
Ассинхронные обмены через MPI_Isend(), MPI_Irecv(), MPI_Waitall()
выполнялись на фоне счета для массива размерности M = 225.
Посчитанная порция длины M/Ndrops, Ndrops = 1, 8, 64 отсылалась на
другой проц.

Ndrops p = 1 p = 2 p = 13
1 15.42 17.18 18.52
8 15.43 15.58 15.78
64 15.43 15.63 15.77

Table : Время работы теста 1 по проведению обменов на фоне счета

Ситуации:
p = 1 и Ndrops = 1 – синхронность обменов
p = 2 – обмены на одном узле
p = 13 – обмены на разных узлах (x6core)
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Время передачи сообщений

Тест 2 из [Байдин-2008]
Одно большое сообщение длиной Lc = M = 2m слов типа “double”
разбивалось на nc,i = 2i порций каждая длины Lc,i = Lc/nc,i = 2m−i ,
i = 0, ...,m.
Было выбрано m = 25 и M = 2m = 33554432, и для сегмента x6core
были получены значения Tc(Lc,i ) для Lc,i = 2i , i = 0, ...,m.

τ0 = max
i=0,...,m

Tc(Lc,i )/M = Tc(1)/M = 10.0/M ≈ 3.0 · 10−7

τc = min
i=0,...,m

Tc(Lc,i )/M = 0.10/M ≈ 3.0 · 10−9

Величины 10.0 и 0.10 – экспериментальные данные

τ0/τc ≈ 100
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Время передачи сообщений...

Figure : Общее время пересылки сообщения длиной 225 слов типа “double”
порциями длины Lc . Теоретическая оценка и расчеты на сегменте “x6core”.
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Уточнение оценок

Tc = ncτ0/q + τLc

Lc – общая длина всех обменов (в пересчете на один процессор)
q – кол-во слоев перекрытия подобластей (при этом необходимые
обмены выполняются один раз на q шагов по времени)
nc – общее кол-во обменов на каждом из процессоров

Ta = (1+ Q)τaLa

La – общее кол-во арифметических операций (в пересчете на один
процессор)
Q – доля увеличения кол-ва арифметических операций, если в
алгоритме, для экономии количества (или длины) обменов, было
решено дублировать некоторые арифметические операции

S = S(p, τ0,Q) = T (1)/T (p) = Ta(1)/(Ta(p) + Tc(p))
= τaLa/((1+ Q)τaLa/p + ncτ0/q + τcLc/p)
= p/(1+ Q + τL + pncτ0/(qτaLa))
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Оценки для модельной задачи
Доля дублирования вычислений для q слоев перекрытия:

Q =
q(q − 1)

2
Lc

La
=

q(q − 1)
2

L

Q = 0 – дублирования вычислений нет (при q = 1)
Q = 1 – дублирование двукратное при q ≈

√
2/L.

Ранее, без дублирования, такое же падение //-ной эфф-ти
происходило при τL = 1.
Рекомендуется брать q <

√
2τ или q < 5 для τ ≈ 10-:-30-:-100.

S = p
/(

1+
(
τca +

q(q − 1)
2

)(
2− 2

p1/D

)
DV
C

p1/D

N1/d +
2D
Cq

p
N
τ0a

)
где

τca = τ = τc/τa, τ0a = τ0/τa
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Оптимальный размер перекрытия подобластей

Figure : Время решения в зависимости от размера перекрытия подобластей
q = 1, ..., 6 для параметров:

100p × 100× 100, d = 3, D = 1, p = 64, q = 1, ..., 6
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Ускорение: теория и эксперимент (q = 1)

Figure : Ускорение при D = 1, 2, 3
для задачи 432× 432× 432.

Figure : Ускорение при D = 1, 2, 3
для задачи 512× 512× 512.
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